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PROGETTO PER DISCRETIZZAZIONE

Obiettivo. Avendo progettato un controllore C(s) analogico a fronte di
opportune specifiche (es. mediante sintesi per tentativi), determinare una
realizzazione a tempo discreto C(z) da inserire in un sistema di controllo
digitale in modo che le prestazioni del sistema ad anello chiuso siano quelle

desiderate

I u(t) y(t)
riferimento segnale C (S) ingresso G (S) uscita
di errore /
¢+ controllore \
,' analogico \ impianto

riferimento G (S) %’
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e Realizzazione alternativa (con segnali di riferimento generati dal calco-

latore)
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. . . i >
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impianto +
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PROGETTO PER DISCRETIZZAZIONE

e Controllore lineare a tempo continuo

U(S) B by s™ + bm_lsm_l + -+ by

C p— p—
(5> E(S) 3”+an_18”_1—|—---+a0

e Equazione differenziale ingresso-uscita equivalente
u(t) + ap_1u" V(@) + -+ ag = bpe™ () + b1 ™ V() + - + by

e Per discretizzazione del controllore C(s) si intende I’approssimazione
numerica discreta, con integrazione a passo costante, della soluzione della
relativa equazione differenziale ingresso/uscita. Tale approssimazione

dovra fornire una funzione di trasferimento a tempo discreto

che leghi i campioni del segnale di comando uy, = u(kT) ai campioni
er = e(kT) del segnale errore. Il risultato, inserito in un sistema di
controllo digitale, dovra presentare un comportamento il piu possibile

prossimo a quello del sistema di controllo analogico.

e Esistono molti metodi per integrare un’equazione differenziale per via
numerica, a passo costante o variabile [vedi ad es. i metodi di inte-

grazione usati da Simulink]



METODI DI DISCRETIZZAZIONE

e Sono metodi per il calcolo del controllore approssimato C/(z) che derivano

da altrettanti metodi per il calcolo approssimato degli integrali

e Metodo di Eulero in avanti

e(T)

e(k)
e(k+1)

"

; (k+1)T
ol / e(r)dr ~ Te(kT)
kT
e Metodo di Eulero all’indietro
C)(_T)‘ e(k)
% e(k+1)
TODT (k+1)T
CT (k1) | ety = Te((+ 1))
kT

e Metodo dei trapezi (di Tustin)

G(T) e(k)
e(h+1)

> T
kT (k+1)T /<“elgjf) o Tle((k + 1)2T> + e(kT)]
kT



METODI DI DISCRETIZZAZIONE

Si consideri la funzione integrale

it) = /0 e(r)dr  TLaplace J(S)ZEE(S) & B(s) = sI(s)

e siano i, = i(kT), ex = e(kT).
e Metodo di Eulero in avanti: dal calcolo approssimato dell’integrale risulta
N
ik+1 — ik ~ Tek Zeta (Z — 1)](2) ~ TE(Z)

e dunque la relazione integrale/differenziale tra e(t) e i(t) implica una

relazione approssimata tra i relativi campioni

z—1
T

E(s)=sl(s) = FE(2)=~ I(2)

e Metodo di Eulero all’indietro:

_—
k1 — g = Te1 Zeta (z2—1)I(z) = TzE(2)

e dunque
Bls) = sI(s) —> E(z)~ ZT_le(z)
e Metodo di Tustin
oy — i A T(e’“; ) geta (2= 1)) ~ @E(z)
e dunque
B(s) = sl(s) — E(z)~ ;(é 111) 1)



METODI DI DISCRETIZZAZIONE

e Le regole di integrazione forniscono altrettanti operatori tra quantita
discrete (campionamento delle corrispondenti quantita continue) che ap-

prossimano 1'operatore di integrale (1/s) o di derivata (s)

— Fulero in avanti

z—1
S —
T
— Eulero all’indietro
z—1
S <—
Tz
— Tustin
. 2(z —1)
T(z+1)

La trasformazione di Tustin ¢ bilineare in s e 2

e Dato il controllore lineare a tempo continuo descritto dalla f.d.t.

U(s)  bps™ +bp_1s™ 14+ + b
E(s) S+ 18" 4 -+ ag

che equivale alla relazione ingresso-uscita
§"U(8)+ap_15" U (8) 4 - -+agU(s) = bys™E(8)4-bpm_18™ 1 E(8)+- - -+byE(s)

sostituendo 'operatore s con il suo approssimato discreto secondo uno
dei tre metodi e le quantita continue con le corrispondenti discrete, si
ottiene una relazione approssimata tra le quantita discrete stesse, che

puo essere espressa nella forma di una funzione di trasferimento C(z).



METODI DI DISCRETIZZAZIONE

e Discretizzazione del controllore analogico basata sui metodi di inte-

grazione approssimata

— Metodo di FEulero in avanti

C(Z) = C(S)|5: 2(z—1)
T(z+1)
e Esempio
— Rete anticipatrice piu polo nell’origine
K. 1+4+7s
C(s) = ——F+—
s 1+7/ms

— Equivalente discreto approssimato (Tustin)

2(z—1)
_ T(z+1) 1+770m3)

W=D 14 7 /m 2D




MAPPATURA DEI POLI

e Legame fra i poli s = s; di C(s) ed i poli z; del controllore discreto

approssimato C/(z)

— Eulero in avanti:

i — 1
ZT =5 =z=1+1Ts
— Eulero all’indietro:
zi—1 L 1
TZZ' - Zl—l—SiT
— Tustin:
2(z; — 1) 1+ s,T/2
=58 =z =

e Ricordiamo che il campionamento di un segnale mappa i poli della
trasformata di Laplace su quelli della corrispondente trasformata zeta

secondo la legge z; = €71

e | tre metodi sono in effetti delle approssimazioni della funzione z =
e*T con funzioni razionali, anche se il campionamento di segnali e la
discretizzazione per approssimazione sono operazioni totalmente diverse

tra loro

e Ognuno dei tre metodi preserva il guadagno in continua del controllore

dal continuo al discreto, i.e.

C(0)=C(1)



MAPPATURA DEI POLI

e Fulero in avanti

Piano s Piano z

Poli stabili possono venir mappati in poli instabili!

e Fulero all’indietro

Piano s Piano z

e Tustin

Piano s Piano z

Le regioni di stabilita continua e discreta vengono mappate esattamente

I'una sull’altra (come succede per la trasformazione z = e*T)



PREDISTORSIONE IN FREQUENZA (PREWARPING)

e [ metodi di sintesi in frequenza a tempo continuo si basano sulle relazioni
tra le proprieta frequenziali del sistema di controllo e le prestazioni nel

dominio del tempo

4

Si assume che il processo di discretizzazione fornisca un controllore fedele
a quello analogico se preserva il piu possibile le caratteristiche della
risposta in frequenza del guadagno d’anello (in particolare la pulsazione

di attraversamento w, e margine di fase my)

e Confronto della risposta in frequenza del controllore analogico C(s)|,_,,

con quella del controllore digitale approssimato con la regola di Tustin

C(2)|

z=elwT

) = 0 (3emst) = 0 (343=h) = o (220)
= C (jTtan (TT)) # C(jw)

e La risposta in frequenza viene distorta secondo la trasformazione

2t Wl
w— —tan | —
T 2

wT

e Per w — wy = & si ha che = tan(2

T ) — 00, cioe il comportamento ad

alta frequenza del controllore nel continuo viene “compresso” verso la

pulsazione wy = 7 nel discreto

e Ricordiamo che wy ¢ la massima pulsazione di un segnale correttamente

riproducibile sotto campionamento
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PREDISTORSIONE IN FREQUENZA (PREWARPING)

Per preservare le caratteristiche dinamiche del sistema, si introduce una
modifica nella trasformazione di Tustin in modo che la risposta in fre-
quenza (modulo e fase) del controllore sia mantenuta in un intorno della

pulsazione di attraversamento w,, in modo cioe che risulti
C(e? ) = O(jwy)

Trasformazione di Tustin modificata (prewarping)

Coule) =0 (222220

wpw?z—i— 1

dove

Si ha

o 2w
Cpu(€7") C(%tan (%T)jTtan< 5 )) C(jwa)

2
e dunque C_'pw(z) conserva la risposta in frequenza del controllore ana-
logico C'(s) in un intorno della pulsazione w,. Questo permette di conser-
vare la pulsazione di attraversamento ed il margine di fase del guadagno
di anello e dunque, auspicabilmente, anche le caratteristiche del transi-

torio del sistema ad anello chiuso.
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PREDISTORSIONE IN FREQUENZA (PREWARPING)

e Sistema di partenza

Frequenza
da conservare

-

e Senza prewarping

Frequenza
distorta

— - -

/s =
_// compressione

e Con prewarping

— Predistorsione e compressione

Frequenza
conservata




MATCHING POLI ZERI (MPZ)

e Sitratta di una tecnica di discretizzazione approssimata basata sull’osservazione
che le tecniche di integrazione analizzate (es. Tustin) trasformano sia i
poli che gli zeri del controllore da continuo a discreto secondo leggi che
approssimano la nota relazione z = e*’. Nel campionamento di segnali,
che ricordiamo e un’operazione del tutto diversa da questa, solo i poli del
segnale si trasformano secondo z = e*7. Questa tecnica si basa appunto
sul calcolo di un C(z) che ha come zeri e poli rispettivamente gli zeri e

i poli di C(s) trasformati secondo z = e*L.

e Procedura per il progetto di C'(z). Assegnato

_ H;L(S - Zz)
C) = K

C(z) si calcola come

0t = Kt yen e

dove K, ¢ selezionato in modo che C(z) abbia lo stesso guadagno in

continua del controllore analogico C(s), ovvero

. H?;(_Ti) 1 H?:1(1_epiT)
Ra = K0 ) 70 Lo T)

e N.B. Gli zeri all'infinto di C(s) (i.e. I'eccesso poli-zeri n —m) vengono

mappati in altrettanti zeri in z = —1. Motivazione: se n > m, la risposta
in frequenza C(jw) tende a zero per w — oo (la “massima frequenza”
nel continuo). E quindi ragionevole porre che C(e“7) tenda a zero per
la massima frequenza processabile dal filtro digitale (i.e. la pulsazione

di Nyquist wy = 7/T), per cui si impone, conservando la molteplicita

degli zeri, C(e/¥T) = C(-1) =0
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MATCHING POLI ZERI (MPZ)

e Esempio: Funzione di trasferimento del controllore a tempo continuo

a
S+a

C(s) =

e Il polo in s = —a viene mappato in z = e~ *’. Non ci sono zeri al finito.
C’e solo uno zero all’infinito (eccesso poli-zeri pari a 1), quindi si ha un

termine (z + 1) al numeratore

C(Z) = Kd

z —eal

e Aggiustamento del guadagno in continua

B 1 — e—aT
c(Hy=Cc0)=1 = Kd:T
e Controllore approssimato a tempo discreto
1= e T 241

C(2)

2 z —eal

e Tecnica MPZ modificata (MMPZ): non si aggiungono gli zeri in z = —1.

— Esempio precedente
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METODO DELLA TRASFORMATA ZETA

e Si basa sull’assunzione che un controllore digitale sia una buona ap-
prossimazione di un controllore analogico se ¢ in grado di riprodurre
esattamente, negli istanti di campionamento, la risposta a certi segnali

canonici (es. gradino) del controllore analogico di partenza

u(t) Up

— Obiettivo
up =uy,  ie.  U(z)=U'(2)

Clz)=(1—2Z [C(s)ﬂ
La soluzione e formalmente analoga al calcolo del modello a dati cam-
pionati con ZOH di un sistema, ma in questo contesto essa rappresenta
semplicemente un metodo di approssimazione della funzione di trasfe-
rimento del controllore secondo un dato criterio, ossia la conservazione
della risposta al gradino. Il calcolo dell’equivalente campionato con ZOH

e un procedimento esatto (e lo si fa sull’impianto), questo & invece un

metodo di approssimazione (e lo si fa sul controllore).
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FUNZIONE MATLAB “C2D”

C2D Conversion of continuous-time models to discrete time.

SYSD = C2D(SYSC,TS,METHOD) converts the continuous-time LTI
model SYSC to a discrete-time model SYSD with sample time TS.

The string METHOD selects the discretization method among the

following:
>zoh’ Zero-order hold on the inputs.
>foh’ Linear interpolation of inputs (triangle appx.)
’tustin’ Bilinear (Tustin) approximation.
’prewarp’ Tustin approximation with frequency prewarping.

The critical frequency Wc is specified as fourth
input by C2D(SYSC,TS,’prewarp’,Wc).
’matched’ Matched pole-zero method (for SISO systems only).

The default is ’zoh’ when METHOD is omitted.

e Il metodo ’zoh’ serve sia per determinare il controllore approssimato
col metodo della trasformata zeta (o della conservazione della risposta
al gradino), sia per determinare il modello equivalente a dati campionati

con ZOH di un sistema.
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REGOLATORI PID DIGITALE

e Controllore PID analogico
K;
C(s) =K, + - + Kgs

e Approssimazione col metodo di Eulero all’indietro

_ Tz z—1
C =K Ki—+ K
(Z) Pt z—l+ de

Nota. C(z) & causale, anche se C(s) non lo &.

e Equazione alle differenze corrispondente

K K K
Up — U1 = |:Kp + KT + ?d] €r — [Kp + Q?d] €r_1 + ?dek_g

e Il regolatore PID digitale e spesso espresso nella cosiddetta forma incre-
mentale, ad ogni passo si calcola cioe I'incremento da dare al comando

rispetto al valore precedente. Questa formulazione non e dinamica

Ky Ky Ky
oup = |:Kp + KT + ?:| €r — [Kp + 2?:| €r_1 + ?ek_g

e Il regolatore PID originale si ottiene da quello in forma incrementale

mettendo in cascata un integratore a tempo discreto (che da la dinamica)

~ v 0U(z) 1
Cz) = E(z) 1—z71
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SCELTA DEL TEMPO DI CAMPIONAMENTO

Scelta di compromesso prestazioni-costo
e Campionamento piu rapido = prestazioni migliori

— Maggiore fedelta delle formule di approssimazione
— Banda dei segnali elaborabili dal sistema piu estesa

— Minore sforzo di progetto
e Campionamento piu lento

— Piu tempo per il calcolo dell’azione di controllo
— Algoritmi piu raffinati a parita di hardware
— Piu processi per CPU

— Richiesta di minore velocita di conversione A/D e D/A, convertitori

meno costosi
— Minore sensibilita agli errori numerici
e Due regole pressoché ovvie: scegliere il tempo di campionamento piu
breve compatibilmente con le restrizioni tecnologiche e di costo, oppure

il tempo di campionamento piu lungo che permetta di conservare le

specifiche
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SCELTA DEL TEMPO DI CAMPIONAMENTO

e Limitazione fondamentale data dal teorema di Shannon. Se il sistema
di controllo deve garantire una banda passante Bj (legata alla specifica

sul tempo di salita t,), deve risultare almeno

ws > 2B; & T < L (T S ts)
Bs ~

altrimenti si ha aliasing sui segnali che caratterizzano il regolare fun-

zionamento del sistema,
e Requisiti addizionali, dipendenti dal tipo di applicazione

— Necessita di regolarita e bassa distorsione della risposta nell’uscita

(rispetto ad es. alla risposta del corrispondente sistema analogico)

— Limitazione della rapidita di variazione del segnale di comando (u-
scita dello ZOH). Se T & basso infatti, la correzione da applicare

all’impianto da un passo al successivo e elevata

— Prontezza di reazione del sistema di controllo alla variazione del se-
gnale di riferimento, che non viene recepita dal sistema fino all’istante

di campionamento successivo alla variazione stessa

In molte applicazioni, si considera un buon compromesso prendere da 10

a 20 campioni sul tempo di salita del sistema

ls ls
oo 8
20 " 10
1.e.
T T
<T< . 20B3 < ws < 40B
20B; 10B; 3 3
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SCELTA DEL TEMPO DI CAMPIONAMENTO

e Esempio: progetto per discretizzazione (Tustin)

Script Matlab tustinsr.m

s+ 2

P(s)=—= ; C<S):4Os+10

;  Bs=T7rad/s

— Risposta al gradino per wy = 4B3 (uscita e comando)

— Risposta al gradino per wy = 20Bj3 (uscita e comando)
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PROGETTO DEL FILTRO ANTIALIASING, EFFETTO SU T

0 C(2) ZOH Pl |1
¥ Gp(s)
A/D d(t)

e E necessario prefiltrare con un passa basso i segnali a monte dell’operazione
di campionamento per evitare fenomeni di aliasing dovuti a disturbi ad

alta frequenza (ad es. un disturbo di misura d(t))

e Il filtro non puo essere ideale. Si consideri ad es. un passa basso del
primo ordine con pulsazione di taglio w,,
Wp

$+wp

Gy(s) =

— Il filtro non ideale introduce un ritardo di fase nell’anello, dannoso

per la stabilita

— w, deve essere sufficientemente piu grande di Bs per non attenuare

e sfasare in banda. Si sceglie ad es.
Wy > 1085

— wy, deve essere sufficientemente piu piccola di wy per assicurare una
buona attenuazione dei disturbi che verrebbero campionati in alias-
ing. Ad es.

wy > 10w,

— Le relazioni precedenti impongono un ulteriore vincolo sulla scelta
del tempo di campionamento (ws > 20w, > 200B3). In molti casi e
sufficiente

ws > 5083
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SCELTA DI T: ULTERIORI VINCOLI

e Ritardo di fase dovuto allo ZOH

wT

arg Gzon(jw) = —5

— Se si ammette che lo ZOH introduca un peggioramento del margine
di fase al massimo pari Am, alla pulsazione di attraversamento wy,

allora si ha un ulteriore condizione su T’

A
2

< Am¢

e Il sistema digitale lavora in precisione finita e questo causa errori nu-

merici

— Si consideri la relazione z = €7 tra poli continui e discreti (ad es.
nella discretizzazione del controllore mediante MPZ)

— Se T' — 0, tutti i poli tendono a venir mappati in z = 1

— Esempio: due poli in s; = —1 e 59 = —10
1. Se T =1 ms, i poli discreti valgono z; = e %% ~ 0.9990, 2z, =

e %% ~ 0.9900. Con troncamento alla seconda cifra decimale, si

ha z; = 29, esattamente lo stesso risultato che si otterrebbe se
fosse s; = %ln z1 = %ln 29 = S9 ~ —10.05

2. Se T' = 100 ms, lo stesso troncamento produce z; = 0.90, zo =
0.36, che ¢ lo stesso risultato che si otterrebbe a partire da s; ~

~1.05, 89 &~ —10.21

— L’effetto degli errori numerici peggiora con il diminuire del tempo

di campionamento!
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